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Resume 

Nous montrons I'unicite de la mesure d'entropie maximale pour les automorphismes 
reguliers de C*^. 



Abstract 

We show the uniqueness for the measure of maximal entropy for regular automor- 
phisms of C'^. 

Mots-clefs : dynamique complexe, courants, entropie. 
Classification : 37Fxx, 32H50, 37A35, 37Dxx. 

Introduction 

Soit / : X — > X une application holomorphe ou meromorphe sur une variete complexe 
compacte X. Quand on sait construire une mesure invariante d'entropie maximale pour /, 
une question naturelle est de savoir si / en possede d'autres. 

Lorsque / est une application de Henon de (voir [1]), un Henon-Like (voir [10]), ou 
un endomorphisme holomorphe de P'^(C) (voir [16] et [17] pour la dimension 1 et [3] pour 
la dimension superieure), / possede une unique mesure d'entropie maximale. 

Dans cet article, nous nous interessons a cette question pour les automorphismes regu- 
liers de C'^ (voir [21] ou le paragraphe 1 pour la definition). 

Pour / un automorphisme regulier de C*^, N. Sibony a construit dans [21] la mesure 
d'equilibre // et celle-ci est d'entropie maximale (voir [12]). L'objectif de cet article est alors 
de demontrer le theoreme suivant : 

Theoreme 1. La mesure /x est I 'unique mesure d'entropie maximale de pour f . 

Pour demontrer ce theoreme, nous suivrons I'approche utilisee par E. Bedford, M. 
Lyubich et J. Smillie dans le cas des applications de Henon (voir [1]). II s'agira de changer 
un certain nombre d'arguments qui sont propres a la dimension 2. 
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1 Rappels 



Dans ce paragraphe, nous faisons des rappels sur les automorphismes reguliers de C'^ 
et nous donnons quelques propriet6s qui nous serviront notre demonstration du theoreme. 

1.1 Automorphismes reguliers de C*^ 

Soit / un automorphisme polynomial de C'^. On pent etendre / en une application 
birationnelle de P'^(C) et nous noterons encore / cette extension. Soient /+ et /- les en- 
sembles d'indetermination respectivement de / et /^^. L' automorphisme / est dit regulier 
lorsque 1+ fl /_ = (voir [21]). 

Dans toute la suite, nous considererons / un automorphisme regulier de C'^. Voici 
quelques unes de ses proprictcs (voir [21] et [9]). 

II existe un entier s tel que dim /_|_ = /c — s — 1 et dim /_ = s — 1. Ces ensembles sont 
contenus dans I'hyperplan a I'infini L^o et on a /(Loo\/+) = f{I-) = I- et f~^{L^\I-) = 
/~^(/+) = /+. Si d± designent les degres algebriques de / et f~^, alors = d^'"^ . 

Rappelons maintenant la definition des degres dynamiques dg de / (voir [20]). On pose 
^qif) ■= /pfe(C) /*('^^) ^ ^''''^ pour gr = 0, . . . ,fc et on a : 

dg := lim (5,(^))V^ 

n— »oo 

Les automorphismes reguliers de sont des cas particuliers des applications biration- 
nelles regulieres de T.-C. Dinh et N. Sibony (voir [8]). II resulte de leur article [8] que 
dq = d\ pour g = 0, . . . ,s et = d^"'' si g = s, . . . 

Soient (respectivement K_) I'ensemble des points z de C'^' pour lesquels I'orbite 
{f^{z))n>o (respectivement {f~'^{z))n>o) est bornee. On a K± = K± [Jl±. L'ensemble /+ 
est attirant pour : cela signifie qu'il existe un voisinage V+ de /+ tel que f~^{V+) 
et n„>o/~"(V^+) = !+■ De meme, l'ensemble /_ est attirant pour / et on notera un 
voisinage de I_ disjoint de F+, avec f{V-) ^ V- et n„>o/"(V^-) = II decoule de ces 
proprietes que le bassin d'attraction pour /-I de 1+ est egal a P^(C) \ K_ et que le bassin 
d'attraction pour / de /_ est egal a P'^(C) \ K+. 

La suite de (1, 1) courant (i!J.(/^")*ti; converge vers le courant de Green T±. Rappelons 
bricvement une demonstration (celle de [13]) de cette convergence car elle nous sera utile 
dans la suite. 

On a = Lo + dd'^u ou u est une fonction quasi-psh qui est lisse en dehors de /+ et 
qui pent etre supposee negative. En iterant cette relation, on a : 

^ d\ 

+ t=0 + 

La suite Vn = X^"=o^ est bornee en dehors de F+. Elle decroit done vers une fonction 
quasi-psh v^o qui est continue en dehors de 1+ . De plus la suite ui + dd'^Vn converge au sens 
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des courants vers T+ := a; + ddf^Voo- 

Les courants T± verifient /*!+ = d+r+ et /*T_ = d-T^. Les puissances T|. et T^~^ 
sont bien definies. T.-C. Dinh et N. Sibony ont demontre dans [9] que T|_ est I'unique 
courant positif ferine de bidegre (s, s) et de masse 1 qui a son support dans K+. De meme, 
T^"^ est I'unique courant positif ferme de bidegre (k — s,k — s) et de masse 1 qui a son 
support dans K-. 

La mesure ji = f\ T^~^ est bien dcfinie et son support est dans le bord de K := 
K^nK-. Cette mesure est une probabilite invariante, melangeante et d'entropie maximale 
logds = logc/^. (voir [12]). 

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner quelques proprietes techniques dont on 
se servira dans notre demonstration. 



1.2 Quelques proprietes 

Dans ce paragraphe on considere un ouvert f2 inclus dans (P'^(C) \ V+) n (P'^(C) \ V-) 
et ^ un sous-ensemble analytique lisse de J7 de dimension pure s qui se prolonge un petit 
peu. Comme f-^{V+) (£ V+ et f{V-) d r{n) vit dans F''{C)\V+ et /""(J^) est dans 
P'^(C) \V-. En particulier et /~" sont holomorphes sur Q pour n > 0. 

possede un potentiel qui est continu sur Q, on pent done definir par recurrence 
les wedges [^] A pour p compris entre et s (voir [2]). Nous allons donner quelques 
proprietes techniques sur ces wedges dont on se servira dans nos demonstrations. 

Lemme 2. Soit < tp < 1 une fonction C°° a support compact dans O. Alors, on a : 

pour tous entiers I et p compris entre et s avec < l+p < s et tous entiers ii, . . . ,ip, 
m et n. De plus on a la meme majoration si on remplace T„^+ par T+. 

Demonstration. On fait la preuve pour Tm,+ car c'est la meme pour r+. 
On va commencer par remplacer les par des uj ou des ^^^s — - 

On a _|_ — Lu -\- dd'^VjYi (voir les rappels precedents pour les notations). En particulier, 



Mais comme f^{^) est dans P'^(C) \ V+ pour tout r > et que u est bornee sur cet 
ensemble, on en deduit que \vm ° f"'\ < K dans ft. Cela implique que 
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/ 



(fi)*a; 



—^dd^ib A \i] A A — A • • • A — A 



(s— Z— p— l)n 



< 



|Vi[e]Aa;'+^AiQ^A...A 



A 



m,+ 



(s—l—p—l)n ' 



ou V'l est une fonction C°° a support compact dans et comprise entre et 1. On 
obtient alors 



I < J m 



A a;' A — A • • • A — A — A 



*^s— Z— p— 1 



dl 



d[ 



{s—l—p—l)n 



A 0;'+^ A — A • • • A — > m 



-l-p-i 



dx d 



{s—l—p—l)n ' 



et on a ainsi elimine un Tra,+ - En recommengant ce procede avec les deux integrales 
ci-dessus, on prouve (quitte a renommer la constante Klip)) : 



- \^ J ^ I \S\ ni ,ip (s-p-l')n ' 

1,^1 J a+ a+ c(+ 



ou les (1)1' sont C°° comprise entre et 1 et a support compact dans il. 
Maintenant, en utilisant la meme methode, on va enlever les ^-^J ^ . 

Notons J = JM^]^^' A ^ A ... A (£51^ A ^^^^^ On a, si I' < s, par 



exemple 



J 



'n.\*,,,s-p-l' 



d^I 



A A A ... A A h 

n 



d% dj-^-''^" 



Vi^dd^cpi' A [4] Aw A 



Jl2 



A ... A 



A 



dX d] 



{s—p—l')n 



Comme precedemment, 



Vi^dd'^cpl' A [^] A A 



< 



/ <^ZM[e] Aa;'+^A 



A ... A 



A 



dX d[ 



{s—p—l')n 
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pour une fonction < (pi'^i < 1 qui est C°° a support compact dans $7. 

On a done elimine un ^•^J et en reeommeneant ee proeede on obtient le lemme. 

□ 

Lemme 3. Soit < tp < 1 une fonction C°° a support compact dans O. Alors, on a : 



pour tous entiers < h < ■ ■ ■ < i 



Demonstration. La demonstration est du meme style que la precedente : il s'agit de rem- 
placer les ^"^J ^ par des T_|_. 
On a en effet : 



^P[C] A r+ A A • • • A ' + / {v^, - Voo)dd^ij A [^] A A • • • A ^ 



d^l d^_^ J ' ' ' d^i d!^ 

Comme f^{^) est dans P*^(C)\V+ pour tout r > et que u est bornee sur cet ensemble, 
on en deduit que \vi^ — Vool < dans il. Cela implique que 

/ < / m A T+ A ^^U^ A • • • A + 



d^l cfj 



— ^ / ^Ai £ A w A -^^^--i — A • • • A — 

ou V'l est une fonction C°° a support compact dans et comprise entre et 1. Finalement, 
en utilisant le lemme precedent (quitte a renommer la constante K{^,tl))), 



Jm 



7</^[elAT,Ai:^A...Ai^ + ^. 

- ^ d2 d'l dl 



On a done remplace un ^•^ J ^ par un r+ et en recommengant s fois on obtient le lemme. 

□ 

Lemme 4. S'oii < ■i/' < 1 une fonction C°° a support compact dans f2. 
5i on note Sn = ^j'i.f^^^^ , alors 

\\d{Sn A r^„,+)|| ^ et \\dd%Sn A r^„,+)|| ^ 

pour ioMie s?/«ie m„ g?/* ienc? wers I'infini et tout entier p compris entre et s — 1. 
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Demonstration. Dans le cas ou ^? = ce lemme est demontre par N. Sibony dans le pa- 
ragraphe 2.6 de [21]. Lorsque p > 0, il existe des versions proches de ce lemme dans [13]. 
Pour le confort du lecteur, nous allons quand meme en donner une demonstration. Elle 
reposera comme dans [21] et [13] sur I'inegalite de Cauchy-Scliwarz. Le point crucial est 
que I'on pousse en avant ^ qui est de dimension s et que le s-eme degre dynamique dg est 
strictement plus grand que les autres (voir [7]). 

Soit p un entier compris entre et s—1. On va commencer par controler \\d(Sn/\T^^ _|_)||. 

Par definition 

\\d{Sn^T^„,+)\\ = sup Ar^„,+),0)| , 

</>e.F(s— p— i,s— p) 

ou J^{s — p — 1, s — p) est I'ensemble des formes lisses (p de bidegre (s — p — 1, s — p) et 
de norme inferieure ou egale a 1. 

Remarque : Rappelons qu'ici T^^^^ est une forme lisse sur P'^(C) \ V+ et que le 
support de 5„ est aussi dans P'^(C) \ V-^. En particulier, Sn AT^^^^ _^ est defini globalement 
par {Sn A +,4'') = {^n, _^ A (p'), ou (j)' est une forme lisse de bidegre {s — p,s — p). 

Si ^ G J^{s — p — l,s — p), on pent ecrire 

K 
i=l 

OU K est une constante qui depend seulement de P'^(C), les 9i sent des (0,1) formes 
lisses avec \\9i\\ < 1 et les Jlj sont des {s—p—1, s—p—1) formes lisses (strictement) positives 
et de norme inferieure a K. Pour majorer | (5(5^ A _,_), 0)| , il suffit done de majorer 
I {d{Sn A _,_), ^ A 0)| ou 9 est une (0, 1) forme lisse et CI est une {s — p — 1, s — p — 1) 
formes lisses (strictement) positives avec \\9\\ < 1 et \\ft\\ < 1. 

On a : 



/=|(9(5,Ar^„,+),^AJ])|: 

Si ^' ^ est sufHsamment proche de ^, on a 



AO An 



f"W) 



A9An 



Pour a et (3 des (0, 1) formes lisses, on definit (a, /3) := /yn(^/) ia A (3 A A (voir 

[21], [13] et [7]). Le fait que (a, a) > implique (via la demonstration de I'inegalite de 
Cauchy-Schwarz) que |(q;,/3)| < |(q;,q;)|^/^|(/?, /?)|''"/^. On en deduit que 



^- dT 



1/2 

[ /r(i9V'A9V^)Ar^„,+ AO / 



iOAOATP 

flln 



AQ 



1/2 
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Mais idij; A dif) < K[ij;)uj et J7 < Ku^ ^ ^ avec K une constante qui ne depend que de 
P'=(C) (car \\n\\ < 1). On en deduit que 



1/2 



/"{«') 



/:(u;)Ar^^,+ A 



s—p—l 



1/2 



qui est plus petit que K{ip,^)(f^^ ^^^'^ d'apres le premier lemme. II reste a majorer 

|l/2 _ 

Sfn(^i) iO A 9 A AU\ . Mais i6 AO AQ est inferieur a Klo^ et en utilisant toujours 

e premier lemme, on obtient : 



iOAOATl .An 



1/2 



-sn/2 



Finalement 



(toujours quitte a renommer la constante K{ij;, ^)) et cela demontre que \\d{SnAT^^ ^) || 
converge vers 0. 

De la, on en deduit que ||d(>S'n A ^)|| — > 0. 

Passons a \\dd^{Sn A r^„,+)|| = sup<^g^(,_p_i^,_p_i) \ {dd%Sn AT^^^+),(j))\. Ici J^{s - 
p — 1, s — p — 1) designe I'ensemble des {s — p—l, s — p—l) formes lisses de norme inferieure 

ou egale a 1. 

Si <p est une telle (,8—^—1,5 — ^ — 1) forme, alors on pent la decomposer en une somme 
Yl^o ^i^i oil ^oiit nombres complexes de module plus petit que 1 et les Cli sont 

des {s — p — 1, s — p — 1) formes lisses (strictement) positives de norme inferieure ou egale 
a K (ici K ne depend que de P^(C)). II suffit done de majorer 



/"(e) ^+ 



avec O une {s — p — 1, s — p — 1) forme lisse positive et ||ri|| < 1 et ^' ^ sufHsamment 
proche de ^. Mais -K{il;)uj < dd^i/j < K{tp)uj et Q < K'oj^-P'^ done 



/ 



f^jdd^^) 

) "+ 



ATI ^Afl 



j 



d 



ATP ^Au'-P-' 



'sn m„, 



<K{^p,Odl'' 



par le premier lemme. Cela demontre bien que \\dd^{Sn A 



□ 
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Les lemmes que nous venous de demontrer vont permettre de prouver la proposition 
suivante. 



Proposition 5. Soit < < 1 une fonction C°° a support compact dans O. 
Si on note Sn = ^^-^^sw^, alors pour tout p compris entre et s, on a 

avec c = J A T|.. Ici rUn est une suite quelconque d'entiers qui tend vers +oo. 

Demonstration. Ici les wedges Sn A T,^j^ ^ et T^^^ A sont considcrcs de fagon globale 
(voir la remarque au debut de la preuve du lemme precedent) et pas juste definis dans un 
ouvert qui contient /"(^), sinon il n'y a pas de sens pour la convergence. 

Nous allons demontrer ce resultat par recurrence sur p. 

Supposons que p = 0. 

une suite de courants positifs, de masse 

d'apres le premier lemme. La suite Sn admet done des sous-suites qui convergent. Soit 
S une de ces limites. La masse de S est egale k c = J ^[^] A d'apres la proposition 2.6.1 
de [21]. 

Montrons que S = cT'^'^ . Si c = 0, 5" est nul et le resultat est vrai. Supposons mainte- 
nant c > 0. Le courant S/c est un (k — s,k — s) courant positif, ferme d'apres [21] (voir aussi 
le lemme precedent), de masse 1 et qui a son support dans Mais d'apres le theoreme 
5.5.4 de [9], il est done egal a T^~^, Toute les valeurs d'adherences de Sn converge done 
vers cT!1~^ et cela demontre le cas p = 0. 

Supposons maintenant la propriete vraie au rang p (avec p < s) et montrons la au rang 
p + l. 

Si R est un courant de bidegre {k — s + p, k — s + p) , v est une fonction lisse et (f) est 
une forme lisse de bidegre {s — p — 1, s — p — 1) , on a (via des integrations par parties) : 
Fait : 

{RAdd%,(l)) = {dd^{vR),cf>) + 2{dR,vd.^(f)) + {dd^R,vcf>). 

Considerons Rn = Sn A _|_. Par hypothese de recurrence, cette suite de courants 
converge vers cT^~^ A . 

Soit (f) une forme lisse de bidegre {s—p—1, s—p—1). On doit montrer que (i?„AT^„^+, (p) 
converge vers (cT^"* A T^'^,4>). 

On a 

{Rn A r^„,+, (f)) = {RnA LO, (f)) + {Rn A dd^VrUnA)- 

Le premier terme {Rn A to, 4>) converge vers {cT'^"^ AT^ Auj,(f))- Passons au deuxieme 
terme. D'apres le fait precedent : 
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{Rn A d(fVm„,4)) = {d(f{Vm^Rn),(l)) + a„ + 6„ 

avec o„ = 2{dRn,Vm„d''(f)) et = {dd''Rn,Vm^4>). 

Les courants R„, vivent dans P'^(C) \ y+. Sur cet ensemble, les fonctions sont en 
valeur absolue bornee par une constante K independante de n. En particulier 2vmnd'^4' 
et 

Vmn4' sont des formes lisses et de norme bornee par une constante K{(f) et le lemme 
precedent implique que a„ et hn tendent vers 0. II reste a etudier {dd'^{vm„Rn), (p) = 
{vinnRn , dd''(f)) . Mais sur P'^(C) \ V+, converge uniformement vers Voo (qui est done 
continue sur cet ensemble) et Rn est une suite de courant positifs qui converge vers 
TP d'ou 

{Vm„Rn,dd''(j)) = {VooRn^dd^if)) + {{Vm^ - Voo)Rn,dd''4>) 

converge vers {v^cT!^~^ AT^,dd''(f)) . Cela termine la demonstration de la proposition. 

□ 



2 Demonstration du theoreme 

L'objectif de ce paragraphe est de demontrer que fx est I'unique mesure d'entropie 
maximale de / dans C*^. Nous allons suivre pour cela la methode utilisee par E. Bedford, 
M. Lyubich et J. Smillie dans [1]. Le fait de ne plus etre en dimension 2, nous obligera a 
changer un certain nombre d'arguments. 

Considerons f une probability invariante d'entropie logc/^. Si on fait une decomposition 
ergodique de la mesure u en 




on constate que presque toutes les mesures ergodiques Ua sont d'entropie logd^_. Pour 
demontrer le theoreme, nous sommes done ramenes a montrer que toute probabilite inva- 
riante, ergodique et d'entropie maximale est egale a /i. Dans toute la suite, nous supposerons 
done v ergodique. 

Montrons tout d'abord que le support de v est un compact de C'^. La mesure u peut 
etre vue comme une probabilite de P'^ en la prolongeant trivialement sur I'hyperplan L^^. 
Cette mesure est invariante et ne peut pas charger V+. En effet, si z^(V+) = a > 0, alors 
J^(nn>o/ "'(^+)) = car C y+. On aurait done que > ce qui est absurde. 

De meme, v ne charge pas V-. Maintenant, comme il y a un petit voisinage de Lqo prive de 
V+ qui s'envoie par / dans ce voisinage ne peut pas etre charge par u et on en deduit 
que le support de u est un compact invariant K^u) de C^. En particulier, la fonction 
logci(.,Loo) est integrable pour u (ici d est la distance de Fubini-Study de P'^(C)). Le 
Corollaire 3 de [6] implique alors que la mesure v est hyperbolique avec 

XI > • ■ • > X5 > ^ log > 
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et ^ 

> -- logd_ > Xs+i >--->Xk 

ou les Xi designent les exposants de Lyapounov de u. On a alors I'existence de varietes 
stables et instables locales pour la mesure v grace a la theorie de Pesin (toute la dynamique 
se passe dans im compact de C'^). 

D'apres un tlieoreme de Y. Pesin (voir [19] et [15]), il existe une partition mesurable 
/■"^-invariante dont les fibres sont des ouverts dans les varietes instables locales et telle 
que 

On va maintenant appliquer la methode d'E. Bedford, M. Lyubicli et J. Smillie (voir 
la proposition 3.2 de [1]). Le point crucial pour appliquer cette methode est la proposition 

suivante : 

Proposition 6. On a 

J[r{x)]ATl>0 

pour u presque tout point x. 

Ici C^{x) designe I'atome qui contient x de la partition 

Dans [1], la demonstration de cette proposition passe par I'utilisation du principe du 
minimum pour les fonctions harmoniques (car s = 1). Ici nous remplacerons cet argument 
par une demonstration qui utilise la dynamique de I'application /. Admettons pour I'instant 
cette proposition et finissons la preuve du theoreme. 

2.0.1 Fin de la preuve du theoreme 

Commengons par preciser quelques notations. Pour v presque tout point x, on note 
^*"(x) I'atome qui contient x de la partition precedente. Par construction, ^'"(,t) est 
un ouvert d'une variete instable locale (done de dimension s) et il admet un prolongement 
^'"(x). En particulier, si Ux designe un voisinage de ^"{x) de sorte que ^^'^{x) soit un sous- 
ensemble analytique de Ux, on peut definir dans Ux la mesure r^A[^*"(a;)]. C'est une mesure 
de masse finie car les potentiels de T+ sont borncs sur un voisinage de ^*"(,t). Cette mesure 
dans Ux peut etre vue comme une mesure globale de CP'^ en posant A [f "(x)](5) = 
TlA[r{x)]{BnUx). 

Maintenant, on peut suivre mot pour mot la preuve de la proposition 3.2 de [1]. II suffit 
de remplacer /x"*" par T|. et le degre d par d^. On obtient que pour u presque tout point x, 
la mesure 

V.=TlA[r{x)]/p{x) 
avec p{x) = J r|. A [C"'(^)] > ^st egale a la mesure conditionnelle Ux = ^'(.|^*"(a;)). 
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Ensuite, si on suit la preuve du theoreme 3.1 de [1], on obtient que 



_ n— 1 



i=0 



pour ly presque tout point x. 

Comme i^x est egale a rj^, il reste a montrer que 



^ n— 1 
n 1^ ^ 



n 

i=0 

et le theoreme sera demontre. 

Nous allons maintenant dotailler cette convergence. On utilisera la definition globale de 
la mesure rj^ sinon quand on pousse cette mesure par /*, on obtient quelque chose de defini 
dans P{Ux) et ces f^(Ux) n'ont pas de "limite". On utilisera en particulier les rcsultats 
demontres dans le paragraphe 1.2. 

Soient (j) une fonction continue et e > 0. On considere il^a une fonction C°° a support 
compact dans Ux qui est comprise entre et 1, qui vaut 1 dans Ux prive d'un 2a-voisinage 
de dUx et dans un a-voisinage du bord de Ux- On a 

Le second terme de la somme est egal a ^(1 — 'ipa)ilx, ^ Y17=o ^ ° valeur absolue 

est inferieur a ||0||77a;(2a — voisinage de Ux) qui est tres petit devant e si on prend a petit 
(les bords de peuvent etre pris generiques par rapport a si on veut). 

Passons au premier terme de la somme precedente. 

II est egal a 




1 i^V(/')*(^+) 



car f*Tl = d%Tl. De plus, on a : 
Fait : 



A[r(^)]V'a,</'of 



\ 

converge vers 



fJSl 



A[r(^)]V'a,'/'of 



quand m tend vers I'infini. 
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La demonstration de ce fait est classique et passe si on veut par I'ecriture T^n^^ = 
Lo + ddf^Vm et T+ = a; + ddFvoo (voir aussi le paragraphe 1.2). 

Maintenant, si on prend des mj suffisamment grands par rapport a i et a, on a que la 
difference entre 



^ n— 1 



1=0 

et 

n—l 



est petite devant e. 

Enfin, ce dernier terme est egal a : 



qui converge vers 



p(.t) y 

quand n tend vers I'infini grace a la proposition 5. 

Ce dernier est aussi proche que Ton veut de (/x, ^) si on prend a petit. 

On a done bien montre que 



i=0 

et le tlieoreme est demontre. 

II reste a prouver la proposition 6 : ce sera I'objet du paragraphe suivant. 



2.0.2 Demonstration de la proposition 

Dans ce paragraphe nous allons montrer que J[C^{x)] A T^. > pour v presque tout 
point X. 

Ici les arguments ne sont pas les memes que ceux utilises par E. Bedford, M. Lyubich 
et J. Smillie. En effet, dans leur situation s = 1. Le fait que J[C"'{x)] A = implique 
que le potentiel de T+ est harmonique sur ^*"(.t). lis en deduisent alors une contradiction 
en utilisant le principe du minimum. Ce raisonnement ne peut pas ctre fait en dimension 
superieure. Pour le remplacer, nous allons utiliser des arguments dynamiques qui vont 
utiliser une idee de S. Newhouse (voir [18]). Une autre approche possible m'a ete signalee 
par R. Dujardin pour demontrer ce point la. Elle s'appuie sur la demonstration de la 
proposition 5.1 de [10], en y injectant le theoreme de Bezout pour les courants dans P^(C). 
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Nous esperons que notre approche "plus locale" pourra etre etendue a certaines applications 
holomorphes ou meromorphes dans les varietes Kahleriennes compactes. 
Soit 



M:={x, y"[r(a^)]An=0}. 



On va montrer que M est un ensemble negligeable pour v. Soit e > 0. La mesure v 
est hyperbolique avec s exposants strictement positifs et A; — s strictement negatifs : pour 
v presque tout point on a done I'existence d'une variete stable locale de dimension 

k — s et d'une variete instable locale ^'"(a;) de dimension s. Ces varietes sent des graphes 
de fonctions (f)^J : B^^ {x , r^'^ (x)) £^*"(x) (respectivement (/)™ : r*"(x)) E^^{x)) 

(voir le paragraphe 2.4 de [1] pour les notations et des rappels sur la theorie de Pesin). Si 
on choisit ckq > suffisamment petit et A suffisamment grand, on a que sur un ensemble 
Aqjq de X de mesure superieure a 1 — e/4 pour v : 

- r*"(x), r'^*(x) et Tangle entre E''^^{x) et E'^'^{x) sont supcrieurs a > 0. 

- Il'/'?llc2 < A sur B''\x,r''\x)) et de meme ||(/>jr||c2 < ^ sur 5*"(x, r™(x)). 

- x — ^ E^*{x) et X — > E'^'^ix) sont continues sur A^g (theoreme de Lusin). 

- pour y dans i^^{x?) et n > 0, on a dist{f^{x),f^{y)) < Ae~^^~'^^"- (avec A = 
min{|xi|, Xi < 0} et 7 petit par rapport a A). 

Maintenant, par le theoreme de Brin et Katok (voir [4]), on a 

K(f) = log = lim lim inf — — log viBnix, S)) 

^ <5— >0 n n 
pour V presque tout point x. Done, si on note 

si on choisit 5 assez petit (dans la suite on prendra aussi 5 tres petit devant ao et A), 
on a 

1- ^ < {^x, lim^inf-^logi^(S„(a;,(5)) > (s - 7/2) logd+|^ < z/(U„o n„>„o A^,^). 

En particulier, si on prend no grand, on a ^'(nn>no-^5,n) > 1 ~ |- Dans la suite, on 
notera 

A = Aqo n {f\n>nok8,n) 

qui est de mesure superieure a 1 — | pour u. 

II suffit maintenant de montrer que M PI A est inclus dans un ensemble de mesure 
inferieure a e/2. 

Soit xi, X2, . . . , xn un ensemble (n, 5) separe de cardinal maximal dans M n A. On a 

MnAcuiIiS„(xi,(5) 
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et pour n > no 

:.(uili5„(x„5))<ivd;«. 

Si on montre que N est inferieur a alors on aura bien montre que M D A est 

inclus dans un ensemble de mesure plus petite que e/2. II nous reste done a majorer N. 

On considere un decoupage d'un voisinage du support de u en cubes disjoints de taille 
r = r{d,ao,A) que Ton va preciser au fur et a mesure. Fixons un de ces cubes C(r). Si 
r est sufRsamment petit (par rapport a oq) on a que pour x et y dans A qui sont dans 
le meme cube C(r), alors les directions E^^(x) et E^^{y) sont tres proches (disons a une 
distance plus petite que ao/1000). De meme pour E^'^{x) et E"'-{y) (cela provient de la 
continuity x ^ E^*{x) et a; — ^ E'^'^{x) sur A^g ). Par consequent, quand on prend deux 
points X et y dans A qui sont dans le meme cube C(r), I'espace afRne £'*"(x) rencontre 
E^*{y) en un point qui se trouve dans un cube de taille C{ao)r (centre comme C(r)) et 
de meme E"\y) rencontre £^**(x). Ici C(ao) depend de Tangle entre les espaces stables et 
instables et celui-ci est minore par essentiellement a^. 

Ces points d'intersections vont impliquer que d'une part £,^^{x) rencontre dans le 

cube de taille 2C(ao)r et d'autre part ^'"(.x) rencontre ^■^*(y) dans ce meme cube. En effet 
soit par exemple z le point d'intersection de E"\x) avec E^^{y). On considere le polydisque 
P = Bi X B2 de taille r centre en z construit a partir de ces deux espaces {Bi est la boule 
de centre z et de rayon r dans E^'^{x) et B2 celle de centre z et de rayon r dans E^*{y)). 
Maintenant, dans le cube de taille 2C(ao)r (qui contient P si on veut) la difFerentielle de 
(f)^ est majoree par r car la differentielle seconde est majoree par A et que 

la variete instable est tangente a £'*"'(x) en x. De meme pour la variete stable en y. En 
particulier, dans le cube 2C{ao)r, la distance entre le graphe de cp"^^ et E^^{x) est plus 
petite que 4fcA(C(ao)r)^ (de meme pour I'autre). Comme AC{ao)r pent etre pris petit 
(si on prend r = r{6,aQ, A)), on en deduit que la variete instable en x, ^*"(x) rencontre 
la variete stable C**(y) de y en (au moins) un point (voir par exemple la proposition S.3.7 
de [14]). De la meme fagon, ^^*(x) rencontre C^{y). Les points d'intersections se trouvent 
dans le cube C de taille 2C{ao)r. Maintenant, on peut clioisir r petit par rapport a 5 
de sorte que le diametre de /"(^''*(x) n C) soit tres petit devant (5/4 pour tout n > et 
X dans le cube C(r) H A. En effet, si n est grand cela provient directement du controle 
dist{f^{x), f^{y)) < Ae~^^~"''^^ pour y dans ^^*(x). Pour les autres n il sufRt de rcduire la 
taille de la boite (i.e. prendre r petit) et d'utiliser que / est holomorphe et le theoreme des 
accroissement finis. 

Si on reprend les N points xi,X2, • • • ,xn de M n A que Ton avait, on peut trouver 
un cube de taille r, C(r) qui contient au moins Nr'^'^ points x,;. Fixons un point x dans 
C(r) n M n A independant de n (i.e. on fixe un x dans tous les cubes qui contiennent un 
point de Mn A). Sa variete instable ^*"(x) intersectee avec le cube C de taille 2C{ao)r qui 
est centre comme C(r), rencontre les varietes stables ^**(xj)nC des xj qui sont dans C(r). 
Notons zi,Z2, ■ ■ ■ , znq ces points d'intersection avec la convention de ne prendre qu'un seul 
point d'intersection entre ^*"(x) H C et H C si jamais il y en a plusieurs. On a 



14 



No > Nr^". 

C'est ce nombre Nq que nous allons maintenant majorer en utilisant un argument d'en- 
tropie. En eflet, remarquons tout d'abord (comme dans [18]) que les points zi,Z2, ■ ■ ■ , zjy^ 
sont (n, 5/2) separes. En effet prenons par exemple zi et Z2- On a zi G n C et 

Z2 G n C avec j 7^ I. Comme Xj et xi sont {n,S) separes, il existe un entier p entre 

et n — 1 tel que d{f^{xj), P{xi)) > 5. Mais comme les diametres de P{^^^{xj) H C) et 
de f^ii^^ixi) n C) sont inferieurs a 6/4: on en dcduit bien que la distance entre P{zi) et 
f^{z2) est superieure a 5/2. En conclusion, si on sait majorer le cardinal d'un ensemble 
(n, (5/2) separe dans la variete instable ^'"(x) PI C par c/^"^'''", alors N sera majore par 
^-2k^sn-2-yn proposition scra demontree. 

II nous reste done a majorer le cardinal d'un ensemble (n, (5/2) separe dans la variete 
instable ^*"(a;)nC (oii x est dans MnA). Cela va se faire en deux etapes. Dans la premiere 
nous allons majorer I'entropie par un volume comme dans [11]. Ensuite ce volume sera 
majore en utilisant que /[^*"(a;)] A = et la convergence vers T^. C'est une idee 
utilisc^e dans [5], pour montrer que pour un endomorphisme holomorphe de P^(C) de degro 
d, I'entropie topologique en dehors du support de la mesure de Green est majoree par 
log(d). 



Majoration de I'entropie par un volume 

On va utiliser ici I'argument de Gromov (voir [11]). Notons Cs le cube de taille 2C(ao)r+ 
6 qui est centre comme C et ^^"(x) I'intersection de S,"^{x) avec Cs- Comme 6 est petit 
devant ao et A, la distance entre le bord de C^{x) et le cube Cs est plus grande que VkS. 

On considere le multigraphe r„ = {{y, f{y), ■ ■ ■ , /"""^(y)), y £ Cs^i^)}- L'ensemble des 
points (n, 6/2) separes zi,Z2, ■ ■ ■ , zj^^ induisent, via leurs fi-orbites, un ensemble F de J^n 
qui est 6/2 separe dans (CP^)" pour la metrique produit. Cela signifie que Ton a A'o boules 
disjointes B{a,S/A) avec a E F dans (CP*^)". Par le theoreme de Lelong, le volume de 
r„ n i?(a,(5/4) est minore par une constante c{d) car le bord de r„ est en dehors de la 
boule B{a,6/4:). En effet, comme les points zi,Z2, ■ ■ ■ ^zjsj^^ sont dans C, la distance entre 
ces points et le bord de ij^{x) est superieure a 6. On vient done de montrer que le volume 
de r„ est superieur a c{5)Nq. II reste done a majorer ce volume par d^^~'^^^. 



Majoration du volume de r„ 

Dans (CP^)", on notera Ilj les projections sur les facteurs du produit et on munit 
(CP*^)" de la forme de Kahler ojn = Yli^=i Le volume de r„ est alors egal a 
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II s'agit done de majorer les termes A • • • A (/"*)*a;. Soit ip une fonction C°° 

a support compact comprise entre et 1, qui vaut 1 dans le cube et en dehors du 
cube de taille 2C{ao)r + 26 centre comme C et Cs- II s'agit done de majorer les termes 

On va considerer pour cela deux cas : soit tons les rii sont superieurs ou egaux a n/2, 
soit il existe un des rii inferieur a n/2. 



1^*" Cas : tons les iii sont superieurs an/2: 
En utilisant le lemme 3, on obtient : 



/ 



"(2;)] A ir^yu A • • • A ir^yco < c/!^i+-+"» ( o + 



car X est dans M. 
On en deduit que 



/ 



i'lrix)] A ir^yu A • • • A irr^ < K{r{x),i;)d 



,ns—n/2 



2eme . inferieur a n/2 : 

Toujours par le lemme 3, on a : 



I- 



i^iC'ix)] A [ryuj A • • • A {r^yu: < K{C{x),i;)dl'+-^^^ 
qui est majore par K{£^'^'^{x),il))(f^ "''^ car un des est plus petit que n/2. 



Cela conclut la demonstration de la proposition et done celle du theoreme. 
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